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INTRODUCTION 
Soit A un anneau cammutatif en unitaire, Y l’ensemble des A-modules 
simples non-isomorphes. Un A-module M est de torsion [4] si tout image 
homomorphe de M contient un A-module simple. La classe F de A-modules 
de torsion possede les proprietes suivantes: 
(i) F est stable par sommes directes quelconque, 
(ii) Si 0 -+ M’ -+ M -+ M” --f 0 est une suite exacte de A-modules, 
on a: ME F si et seulement si M’, M” E F. 
Suivant Gabriel [7, p. 3721 F est une sous-categoric localisante. 
Si M est un A-module, il existe le plus grand sous-module de torsion de M, 
qu’on denote avec MT . MT sera appele “le partie torsionne du module M”. 
Si S E Y l’d-module M sera appele S-primaire si tout image homomorphe 
de M contient un sous-module simple isomorphe a S. La classe Fs des 
A-modules qui sont S-primaire est tout de m&me une sous-categoric 
localisante. 
Si M est un A-module, il existe le plus grand sous-module S-primaire 
de M, qu’on denote avec Ms. MS sera appele la composante S-primaire du 
module. On voit aisement que, si M’ est un sous-module de M, on a: 
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Si tout d-module de torsion admet une decomposition primaire, on dit que ,4 
est un T-annedu [4]. 
Dans lc travail-ci, on reprend le probkme de la decomposition primaire 
des modules, en utilisant des pro&d&s de [lo] qui nous permettent de mettre 
en evidence la classe des A-modules de torsion, qui admettent une dkom- 
position primaire (Theoreme 2.2, 2.3). On donne une caracterisation simple 
des T-anneaux (Theoreme 2.4) permettant de mettre en evidence des nom- 
breuses classes d’anneaux qui sont T-anneau (Corollaire 2.3). 
I. IXFINITIOX ET RBSULTATS PR~IMINAIKES 
Soit ,4 un anncau commutatif unitaire et M un A-module. Dans [2, Hexer- 
cites 17, p. 1651, on dit qu’un ideal premier p de A est faiblement associe a ItI 
s’il existe un x E M tel quc p soit un Clement minimal de l’ensemble des 
ideaux premiers contenant arm(x), arm(x) ; (A E A4 1 XX = 01. On designe 
par assf(M) l’ensemble des ideaux faiblement associes a M. Un ideal premier 
~1 C A est dit associe a M s’il existe J E M tel que +J -= arm(x), on note par 
ass(M) l’ensemble des ideaux premiers associes B N. 
Par supp(M) on note l’ensemble des ideaux premiers p avec la propriete 
que MD f 0 (Ail, module de fractions de ilf par rapport a p). 
Kous notons par Fx l’ensemble 
Fy == {a a ideal de A4 telque ,Ija E .Fj 
F,, a les propriMs: 
(i) Si a EF~ et a C b alors b EF.~- 
(ii) Si a, b E Ff alors a n b E r*; 
(iii) Si a E Fr et x E rZ alors (a : X} : (A t A / kc t a} t F,- 
(iv) Si a C ,4 et esiste b t Fy tel que {a : X} pour tout alors a E Fr. 
D’apres [7, p. 4131 F,F est un systeme topologisant et idempotent. 
Kappelons qu’un anneau 4 est semi-artinien [9] si tout A-module est de 
tvrsion. 
Si M est un A-module on nomme socle de M et on note par S,(M) la 
somme de sous-modules simples de M. 
Si S E Y alors I;.(M) represent la somme de sous-modules simples de AI’ 
isomorphes avec S et on nomme la composante isotypique de type S. 
Un sous-module N de AI est essentiel si pour tout P C M 
LEMME 1.1. a E F.?- si et seulement si A/a est un anneau semi-artinien. 
DlkOMPOSITION PRIMAIRE DES MODULES 265 
LEMMR 1.2. [lo]. Soient A un anneau commutatif unitaire, M un A- 
module tel que S,(M) soit essentiel duns M. Alors si a E A l’homothkie a, de 
rapport a dans M est un monomorphisme si et seulement si a n’appartient h aucun 
ideal de ass(M). 
PROPOSITION 1.1. Si M est un A-module de torsion (ME 9) alors: 
(1) ass,(M) = {m 1 m ideal maximal tel que 3 x E M, x # 0, m 1 arm(x)} 
(2) assXM) = supp(M) 
(3) assf(M) 1 ass(M) 
(4) (J m = u m. 
massf(M) msass(M) 
Demonstration. Si x E M, x + 0, arm(x) E F, done A/ann(x) est un 
anneau semi-artinien. Comme tout ideal premier dans un anneau semi- 
artinien est maximal [9, Theorem 3.11 il resulte (1). 
(2) resulte de [2, l’exercice 17f, p. 1651. 
(3) est toujours &if%. 
(4) resulte du Lemme 1.2 et l’exercice 17b, p. 165 [2]. 
On dit qu’un A-module M estfiniment associe’ si ass(M) est un ensemble fini 
Si M est un A-module de torsion (ME F), alors il est finiment associt si 
et seulement si S,,(M) contient un nombre fini de composantes isotypiques. 
PROPOSITION 1.2. Si M est un A-module de torsion et jiniment associe, alors: 
ass,(M) = ass(M) = supp(M). 
Pour la demonstration voir la Proposition 2.2 [lo]. 
COROLLAIRE 1.1. Si 
est un suite exacte de A-modules de torsion, alors M est jkiment associe’ si et 
seulement si M’ et M” sontJiniment associe’. Darts ce cas: 
ass(M) = ass(M’) u ass(M”). 
Pour la demonstration voir la Proposition 3.1 [lo]. 
Obseraution 1.1. La derniere formule montre que si M est un A-module 
de torsion tel que S,,(M) ait un nombre fini de composantes isotypiques, 
alors pour tout module quotient M”, tout A-module simple contenu dans M” 
est isomorphe a un simple de S,(M). 
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Un anneau A commutatif et unitaire s’appelle parfait [3] si tout ,4-module 
admet un recouvrement projectif. 
D’apres Corollaire 3.8 [9] un anneau est parfait si et seulement si il est 
semi-artinien et spec A = {l’ensemble des ideaux premiers:, est fini. 
COROLLAIRE 1.2. Si A est un anneau semi-artinien tel que ass(A) est $ni, 
alors il est parfait. 
DLmonstration. Si m est un ideal premier, il est maximal (l’anneau Ctant 
semi-artinien). Tenant compte d’observation 1.1, S = A/m = S,(A/ln) 
est isomorphe a un A-module simple de S,,(A). Comme ass(A) est finie, il 
r&&e que spec A = ass(A) et done A est parfait. 
Nous notons par: 
F,+ = (a 1 a ideal de -4, tel que A/a est un anneau parfait} 
F:, a les proprietes: 
(i) Si a EF~ et a C b, alors b EFP, 
(ii) Si a, b E F9 alors a n b E F9 , 
(iii) SiaEFYetxEAalors{a:x}EFY. 
2. LES RkULTATS PRINCIPAUX 
THBOR~ME 2.1. Si A est un anneau commutatif et unitaire, M un A-module 
de torsion et (.Lv~‘~) les composantes primaires de M, alors la somme de sous- 
modules fifs est directe et M est un extension essentielle de C Ms . 
DLmonstration. M &ant A-module de torsion, il resulte que S,(JiJ) est 
essentielle dans M. Comme S,,(M) C x n/r alors M est un extension essen- 
tielle de C ill,. 
Soient S, , S, ,..., S, E .Y’ et AIs2 n (Ci-fk Msi) # 0 alors 
done il existe un A-module simple S tel que S C Msk n (Cift Msi), d’oh 
S C MS* et S C MS, (1 # k) done S s Sk et S E S, ce qui contredit 
I’hypothese. 
THBORBME 2.2. Soit A un anneau commutatif et unitairs 
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Si M est un A-module de torsion, j%&tent associe, alors M admet une decom- 
position primaire: 
En vue de la demonstration on va rappeler le lemme suivant: 
LEMME 2.1. Si M est un A-module de torsion et de type fini, alors: 
ann(M)={hEAIhM=O)EFF. Si en plus M est Jiniment associe’, alors M 
admet une decomposition primaire. 
Demonstration. Soient x1 , xa ,..., x, une famille de generateurs de M, 
alors: arm(M) = & ann(xJ. Comme ann(xJ EF~ (1 < i < n) alors 
arm(M) E FY . 
Si M est finiment associe, alors l’anneau B = A/ann(M) est semi-artinien 
avec ass(B) fini, done parfait (Corollaire 1.2). D’aprb [3], B est un produit 
fini des anneaux parfaits locaux et par suite le B-module M admet une 
decomposition primaire, done A-module M admet une decomposition 
primaire. 
Demonstration du Theo&me 2.2. Soit x E M de la Lemme 2.1, il resulte que 
Ax = @ (Ax), . 
SE9 
Comme (Ax), = Ax r\ MS alors Ax C CsEY MS done M = CsEY Ms. 
THBOR&ME 2.3. Si A est un anneau commutatif unitaire et M un A-module 
de torsion, alors les affirmations uivantes sont equivalentes: 
(1) M admet une decomposition primaire. 
(2) M est limite inductive de modules de torsion finiment associes. 
(3) Pour tout x E M, x # 0, arm(x) EF~ . 
Demonstration. Soit M = @s,9 MS et M’ C M un sous-module de type 
fini. 11 existe S, , S, ,..., S, E 9’ tel que M’ C @y=, MS*; comme MS, 
(1 < i < n) sont finiment associe alors d’apres Corollaire 1.1, M’ est finiment 
associe d’oh resulte (1) * (2). (2) * (3). 
D’apres le Corollaire 1.1 nous avons: M = ~~~~ n/r, oh M, est finiment 
associe pour tout (Y E I. Si x E M, x # 0 alors, il existe % E I, x E MN, done 
Ax est finiment associe, done A/ann(x) est parfait (Corollaire 1.2). (3) =z= (1). 
M est une extension essentielle de C MS (Theo&me 2.1). Si x E M, x # 0, 
arm(x) E F9 done Ax admet une decomposition primaire: Ax = GSE9 (Ax)~ . 
Comme (Ax), = Ax n MS alors Ax C CSEg MS done M = CSEg Ms. 
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COROLLAIRE 2.1. Soit la suite exacte 
0 -+ M’ --+ M -+ M” - 0 
de A-modules torsion&. Si M admet une de’composition primaire, alors M’ et M” 
admettent une dtkomposition primaire. 
COROLLAIRE 2.2. Si A est u n anneau commutatif, alors tout A-module 
artinien admet une de’composition primaire. 
THBOR~ME 2.4. Si A est un anneau commutatif, alors les affirmations 
suivantes sont kquivalentes: 
(1) Tout A-module de torsion, admet une dtkomposition primaive, 
(2) F.P=&-, 
Dbmonstration. (1) o (2) resulte du Theo&me 2.3. 
(2) 3 (3). WISE.9 S/@xsECy S), = 0 est Cquivalente avec, 
Soit x E (&.Y S>T , alors, si x $ BSEy S, alors arm(x) est contenu dans 
un nombre infini d’ideaux maximaux, done spec(A/ann(x)) est un ensemble 
infini, done A/arm(x) est un anneau non-parfait. 
(3) * (2). Soit a EF~ , alors l’anneau B = A/a est semi-artinien. Si 
R(B) est le radical de Jacobson de l’anneau B, alors B/R(B) est regulier au 
sens de von Neumann et semi-artinien (Theo&me 4.1 of [9]). 
Comme R(B) = fiael III, ou m, sont des ideaux maximaux, alors 
Comme B/R(B) est un A-module de torsion, ii r&ulte 
done B est un anneau parfait. 
DkOMPOSITION PRIMAIRE DES MODULES 269 
Remarque. L’equivalence (1) o (3) du theoreme precedent a Ctt don&e 
par Dickson [4]. 
COROLLAIRE 2.3. (1) Tout Z’anneau Zaskerian [2, Chap. IV, exercices] 
est un T-anneau. 
(2) Tout I’anneau semi-local est T-anneau. 
(3) Tout FGS anneau [l I] est T-anneau. 
(4) Un anneau A avec la proprie’te’ que Spec A avec la topologie de 
Zarinski est un space topologique noetherien, [6] est un T-anneau, 
(5) Tout l’anneau de valuation est T-anneau. 
(6) Un anneau A pour lequel tout l’idt!al maximal est de type fini, est un 
T-anneau. 
Dbmonstration. (1) Soit a EF~ l’anneau &ant laskerien, alors a = 
q, n q, n ..* n qn oh 91 , q2 ,..*, q,, sont ideaux primaires. A/a &ant semi- 
artinien, alors z/G ,..., 6 sont ideaux maximaux done Al d/a est un anneau 
semi-simple [I]. Comme l/Z/a est le radical de Jacobson de l’anneau A/a 
alors A/a est parfait. 
(2) Est evident. 
(3) Si a E Fr alors S,(A/a) est un A-module de longueur fini, done 
A/a est parfait d’apres le Corollaire 1.2. 
(4) Si a E FF comme spec A est un space noetherien alors I’(a) = 
V(pl) u V(p2) u ... u v(p,)(voir les notations de [6]) oh pi ,..., pm sont les 
ideaux premiers. 11 resulte que dZ = pi n ..* IT nn d’oh A/a est un anneau 
parfait. 
(5) Est un cas particulier de (3). 
(6) Si aEFr, dans l’anneau A/a tout ideal premier est de type fini, 
done noetherien, et d’apres le Corollaire 2.1 [9] A/a est un anneau artinien. 
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